1.5 Relativistische Kinematik

1.5.1 Lorentz-Transformation

Grundlage: Spezielle Relativitatstheorie
- In jedem Inertialsystem gelten die gleichen physikalischen Gesetze;

Inertialsystem: System in dem das 1. Newtonsche Gesetz (Tragheitsgesetz) gilt

Betrachte zwei Inertialsysteme S und S, die sich mit konstanter Geschwindigkeit v
zueinander bewegen (0.b.d.A: Bewegung in x-Richtung)

Ubergang zwischen Bezugssystemen wird durch die Lorentz-Transformation
beschrieben:

Inverse Transformation:

X =y (X=-v-t) wobei: X=y-(x"+v-t)
y =y o y=y
7 =z v 1_(V)2 z=7
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Konsequenzen aus der Lorentz-Transformation

(i) Relativitat der Gleichzeitigkeit
(i) Langenkontraktion
(iii) Zeitdilatation

(iv) Nicht-lineare Addition von Geschwindigkeiten



(i) Relativitat der Gleichzeitigkeit

» Gleichzeitigkeit hangt von der Bewegung der Bezugssysteme ab;

» Ereignisse, die in einem Bezugssystem gleichzeitig stattfinden, sind im
anderen Bezugssystem nicht gleichzeitig

« Zwei gleichzeitige Ereignisse in S: t, Xa, ¥, Z
t, Xg, ¥, Z

» FUr die Zeiten t' fur die Ereignisse A und B ergibt sich im System S*:
, V
ty = Y'(t__z'XA)
C
, V
g = Y'(t_c_2°XB)

* Hieraus ergibt sich:

! !/ V
Ty =15 +Y'C_2'(XB —X,)




(i) Langenkontraktion

Betrachte einen Stab der Lange L™ im System S’
(Das System S’ sei das Ruhesystem des Stabes)

b L’ - X2" X1’

Betrachte die Koordinaten, und damit die Lange des Stabes im System S:
X'=y-(xX=v-t) = X, =YX, —yv-t

X, =YX, —YyV-t

Hieraus ergibt sich

/ / 1 , ’ L/
L=x,-x =&_ﬁ=_(x2_xl)=_
Y

)

- Das bewegte Objekt erscheint um einen Faktor y in der Lange verkurzt,
bezogen auf das Ruhesystem des Objekts



(iii) Zeitdilatation

« Eine Uhr in dem bewegten System laufe fur einen Zeitraum T°;
Welches Zeitintervall ergibt die Messung im System S?

- oBdA: =0 bis t,'=T° AtU=T"
Uhr sei im Ursprung von S°, d.h. x’=0

. r o Vo
* Lorentztransformation: |t = y(t'+ C_2X )

= t =y (0+—-0)=0
C

— t2=y-(T'+Clz-0)=y-T'

= At=t, -t =y T

- Die Uhr im System S durchlauft ein um den Faktor y langeres Zeitintervall,
oder: ,bewegte Uhren gehen langsamer®

Wichtig fur die Teilchenphysik: Zeitdilatation relativistischer Teilchen



(iv) Nicht-lineare Addition von Geschwindigkeiten

« Ein Teilchen bewege sich mit der Geschwindigkeit u” relativ zu S” in x"-Richtung;
Welche Geschwindigkeit u hat es im Bezugssystem S?

A !/
§—u— Y(AX'+V-At) %t,+v
At Y(At""yz - AX) l+l' Ax
C CZ Atl
!
u' +v klassisch: u=u+v
v-u . 1
1+— relativistische k =
Y Korrektur: |4 vy
C
. i oy r eV .1+%_
Spezialfalle: u=c« — U= iy = C vy =
V=c¢C 2
— Uu=C-—=¢
u'=c 2

—> Die Lichtgeschwindigkeit stellt in allen Inertialsystemen die maximale
Geschwindigkeit dar.



1.5.2 Vierervektoren

(i) Orts- und Zeit-Vektor:

Die Lorentz-Transformation koppelt Orts- und Zeitkoordinaten, Zusammenfassung
der vier Koordinaten in einen Raum-Zeit-Vektor:

c-t x’=c-t
x" = * le -*
X =Yy
z X' =z
Transformation: Explizite Rechnung fiir x°”
x" =y(x"-p-x") XO’=(C't’)=C'Y'(t—ClzX1)
x'=y(x'-B-x") wobei B i=— =y (crt-3x)
%2 = x2 C =Y.(X0_B.X1)
X3’ = X3
- 0 O
Kompakte Schreibweise: ! P
(Einstein’sche Summenkonvention) A = -3 b 0 0
3 wobei: | o 0O 1 0
W _ MV = T—_ —
X —EAV x'= A-x" (u=0,1,2,3) 0 0 0 1

v=0



Vierervektor a“ : Vier-komponentiges Objekt, das sich in derselben Weise
wie x* transformiert

a" =Ala’

wobei A die Lorentz-Transformationsmatrix darstellt

» Skalarprodukt von Vierervektoren:

0.0 = . 1
a"-b, =a’b’-a'b —a’b’ -a’b’ < a'b=ab -a-b
- Betrage von Vierervektoren:  3’:=a-a=(a’)’-a-a
a’>0 a" zeitartig
a’ <0 a" raumartig

a’ =0 a" lichtartig



Lorentz-Invarianten: Kombinationen von Koordinaten, die invariant unter
Lorentz-Transformationen sind

Beispiel:

[=(x") -(x') -(x*)" - (x°) (Analog zur Invarianz von r2 = x2 + y2 + z2
02 g 22 " im 3-dimensionalen Raum unter Rotationen)
=(x7) -(x)-(x") -(x")

: 1 0 0 O 3 3
Metrik: u v we, Vv
0 -1 0 0 = 1=) Vg, x"x" =g, x"x
g.= 0 _1 0 u=0 v=0
0 0 0 -I =X, "X
: . 4 .
wobei X =g, X kovarianter Vektor
. Ubergang: kovariant € = kontravariant
kontravariant: (x°,x',x°,x°) X =gg g.XV
W v
kovariant: (x’,-x',-x*,-x’) .
x" = g" - x,

gV =(G)" = g, (Diagonalform)



1.5.3 Tensoren

* Verallgemeinerung von Vierervektoren

» Ein Tensor n-ter Stufe St (n Indices) transformiert sich mit n A-Matrizen

Tensor 0. Stufe: Skalar
Tensor 1. Stufe: Vierervektor

Tensor 2. Stufe: 16-komponentiges Objekt Sw

Transformation:  |S* = Al =AY -S*

Tensor 3. Stufe: 64-komponentiges Objekt Tw*

Transformation: WA AN -Ai‘ . Ter

Konstruktion von kovarianten und gemischten Tensoren:
St = gv?» ) SM}\
, . _Qka
Suv = guk gv?» S

(Das Produkt zweier Tensoren ist wieder ein Tensor)



1.5.4 Energie-Impuls Vektor

* Die relativistische Energie und der Dreierimpuls bilden einen Vierervektor

74
i _ Pe | | ym-c
p, y-m-v
P,
. T . . 2 - —
Relativistische Invariante: Pu - P = 13_2 — p2 = y2m202 — yzmzv2
222 2
=ymic(l-%
=y2m202%=m202




1

Y=Y’

- Energie-Term:  E =vy-mc’ = mc’

mc” C E
10 GeV
Beispiel: Proton E =10 GeV V= 0.938GeV =10.66
2 2
- J10° -0.938° 000

10



