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4. Das Schalenmodell des Kerns

Motivation:
Die Feinstruktur der Bindungsenergie pro Nukleon ist bisher nicht erklért. Es exi-
stieren sog. magische Zahlen, 2, 8,20, 28,50, 82,126, ..., fiir die energetisch beson-
ders giinstige Konfigurationen vorliegen. Diese Zahlen suggerieren Schalenabschliis-
se, analog zur Elektronenhiille (Edelgaskonfiguration) — Quantenmechanik.
Betrachtet werden Einteilchenzustinde. Die Potentialverhiltnisse im Kern weisen
im Gegensatz zur Atomhiille kein dominierendes Zentralpotential auf, statt dessen do-
minieren kurzreichweitige Nukleon-Nukleon-Wechselwirkungen:
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Nukleon—Nukleon Potential

Man beschreibt daher die Wechselwirkung aller Nukleonen auf Nukleon ¢ durch ein
mittleres Potential (in Analogie zu Mehrelektronensystemen in der Atomphysik). —
Hartrei-Fock-Verfahren, iterative Losung.
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+Vr (4.2)

Restwechselwirkungen

Wobei die V; ein gemitteltes Potential darstellen. Man betrachtet nun also Zusténde
eines Nukleons in einem von anderen erzeugten mittleren Potential
— Jeder Energiezustand wird nach dem Pauli-Prinzip mit einer erlaubten Zahl von
Nukleonen besetzt.
— Ein Schalenabschluss wird durch ein voll besetztes Energieniveau sowie eine grofie
Energiediferenz zum nichsten Niveau gekennzeichnet.

Form des mittleren Potentials?
Bekannt ist, das kurzreichweitige Krifte zwischen den Nukleonen vorliegen, ebenso,
dass die Nukleonen im Kerninneren von allen Seiten die selbe Kraft erfahren. — Man
setzt an, dass das Potential in der Mitte flach ist. Weiterhin sollte das Potential sym-
metrisch um den Kernmittelpunkt sein.

Weiter ist aus Streuexperimenten bekannt, dass ein relativ scharf definierter Kern-
rand vorliegt.
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Ansitze

(i) Rechteckpotential: V(r) = —=V; (1 — 6(r — Ry))
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Abbildung 4.1: Recheckpotential, harmonischer Oszillator-Potential und Woods-Saxon-Potential.
(Beachte: Das beim Rechteckpotential auftretende Ry entspricht nicht dem Ry, des
harmonischer Oszillator-Potentials.)

(ii1) Woods-Saxon-Potential: Dieses Potential stellt ein realistischeres Potential dar,
welches der Dichteverteilung der Kerne (Ladung) dhnelt:

1%
Vi(r)= —+RO> (4.3)
l+e =

a stellt hierbei ein MaB fiir die Randunschérfe dar.

Auf Grund der Radialsymmetrie kann die Losung der Schrodinger-Gleichung in Radial-
und Winkelanteil separiert werden. Da der Winkelanteil in einem solchen Fall nicht
vom Potential abhéngt, folgt sofort, dass die Wellenfunktion separiert in Radial- und
Winkelanteil. Letzterer ist bereits bekannt:

¥(r) = R(r) - Y,"(6, ¢) (4.4)
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Man muss nun also noch Losungen fiir R(r) oder |u(r) = r - R(r) | finden:

du 2m
dr? h

00+ 1)h?

2mr?

E—-V(r)— u=0 4.5)

Die Energiewerte sollten von n und ¢ abhéinge

Fiir die Fille (i) und (ii) ist die Schrodingergleichung analytisch 16sbar, falls V() —
oo fiir 1) » = Ry bzw. (i) » — oo. Dies stellt eine (geringfiigige) Verschiebung der
Energieniveaus dar.

Fiir den dreidimensionalen harmonischen Oszillator ist

2
5 (4.6)
E)\ - ( A -+ 5) hw
wobei A = 2(n — 1) + ¢ und
n=1,23,.. wn
0=0,1,2, ... '

Es ergibt sich somit in der Niherung eines harmonischen Oszillator-Potentials:
e iquidistante Energieniveaus

e Energiniveaus sind entartet, verschiedene (n, ¢)-Kombinationen liefern gleiche

A-Werte:
—1.0=21d
A=23"T0 (4.8)
n=20=0 2s
—1, (=3 If
A=3{"T " (4.9)
n=2 (=1 2p

e Diese Entartung wird beim Rechteckpotential ebenso wie bei Woods-Saxon-
Potential aufgehoben. Die Energieniveaus hidngen dann explizit von n und ¢ ab.

e Jeder Zustand mit Quantenzahl ¢ hat (2¢ + 1)-fache Entartung nach der magne-
tischen Quantenzahl m

!Die Entartung der Niveaus beim Wasserstoff (d.h. die Radiale Schrodingergleichung enthiilt kein £)
ist eine Besonderheit des Coulomb-Potentials!
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e Durch das Pauliprinzip ergibt sich die Anzahl der Nukleonen (jeweils Protonen
und Neutronen; getrennte Potentialtdpfe) zu

(=0 # Nukleonen p,n = 2

(=1 =6
=2 =10 (4.10)
(=3 =14

Fiir das Rechteckpotential sind die Losungen durch sphirische Besselfunktionen
gegeben:

) . 2mE,
Une = ]g(kﬁnl . 7“) mit k’mg = hQ £ (411)
Durch die Randbedingung
Ji(kne - Ro) =0 £=0,1,2,... n=1,2,3,... (4.12)

kommt es zur Quantelung der Energieniveaus: Nullstellen der Besselfunktionen sind
einfach, d.h. nicht entartet. Somit gibt es keine Entartung fiir verschiedene Kombina-
tionen von n und /. Auf Grund der Rotationsinvarianz gibt es jedoch eine (2¢+1)-fache
Entartung bzgl. der magnetischen Quantenzahl mﬂ Wie beim harmonischen Oszilla-
torpotential ergeben sich die Nukleonenzahlen je Niveau.

Da Protonen und Neutronen (jeweils) ununterscheidbare Teilchen sind kann ein Zu-
stand mit Bahndrehimpuls ¢ mit v = 2 - (2¢ 4 1) Spin-1/2-Nukleonen besetzt werden.
= Schalenabschliisse bei 2, 8, 20 in beiden Modellen (harmonsicher Oszillator und
Rechteckpotential). Es werden jedoch keine hoheren magischen Zahlen beschrieben!
= Durch ein reines radialsymmetrisches Potential konnen die magischen Zahlen nicht
erklart werden.

Spin-Bahn-Wechselwirkung
Wichtige Ergebnisse zur Spin-Bahn-Kopplung lieferten Maria Goeppert-Mayer sowie
Jensen, Haxel und Suess

Es wird ein Korrekturterm in Analogie zur Atomhiille eingefiihrt, der die Wechsel-
wirkung zwischen Spin und Bahndrehimpuls eines Nukleons beschreibt. In der Atom-
hiille sind die Effekte der Spin-Bahn-Kopplung relativ klein, sie fithren zur Feinstruk-
turaufspaltung. Im Kern ist die Spin-Bahn-Kopplung in der gleichen Gréenordnung
wie die Termabstinde.

In Analogie zur Atomhiille setzt man an:

Vi = V() + Vi(r)l - § (4.13)

2Zur Erinnerung: / ist die Kopplungskonstante zwischen Radial- und Winkelanteil, m die Kopplungs-
konstante zwischen §(9) und ¢(¢), 8(9) - ¢(p) = Y™ (9, ¢). m trit nur im Winkelanteil auf.



4. Das Schalenmodell des Kerns

wobei ¢ und § die Bahn- und Spin-Drehimpulsoperatoren eines Nukleons sind. V()
ist eine beliebige Funktion der radialen Koordinate und beschreibt die radiale Abhin-
gigkeit des Spin-Bahn-Potentials. Es gilt:

T =5 {0 -1 - ) =g {iirn-arn-7b @

Somit ist fiir

j=taih (TR = Vi= V() + 5Vl
) 2 (4.15)
j=t=te (TR =) Vi= V) - Ve (4 1)

AE = E(0+ 1) — B({ — 1)) = %V@S(% +1) 4.16)

Die Aufspaltung ist somit ~ (2¢+1), d.h. wir erhalten grof3e Effekte fiir grofe /-Werte,
die zu einer Umordnung der Energieniveaus fiihren. V4 ist nicht aus fundamentalen
Prinzipien berechenbar und muss daher (basierend auf Modellen) angepasst werden an
experimentelle Daten. Wenn V(7)) ebenso wie V() negativ ist, so liegen die Zustinde
fiir j = (¢ — 1/2) energetisch hoher als fiir j = (£ + 1/2).

Experimentelle Evidenz findet man aus der Streuung von Neutronen an 3He:

e iHe hat den (1s)-Zustand vollstindig besetzt.
e Die niichst hoher liegenden Zustinde sind 1p3/; und 1p /.

Die Analyse der Streuung von Neutronen an jHe zeigt, dass der j = 3/2-Zustand
niedriger als der j = 1/2-Zustand liegt.

Weitere Korrekturen auf Grund der Coulomb-Wechselwirkung zwischen Protonen
fiihren zu leichten Unterschieden zwischen p- und n-Niveaus.

Mittels des Schalenmodells inklusive Z‘?—Kopplung (und Coulomb-Wechselwirkung)
lassen sich somit die magischen Zahlen erklidren, da die Spin-Bahn-Kopplung eine
starke Verschiebungen (AE ~ ¢) hervorruft, welche zu einer Umsortierung der Nive-
aus fiihrt.

Wegen | = (' + § erwartet man eine (27 + 1)-fache Entartung der Protonen- und
Neutronenniveaus. Die Paritit ist bestimmt durch die Winkelsymmetrie, d.h. Y. Da-
her ist

_(_1\¢ _87p7d7fag
m= (1, =gty 4.17)

Energieniveaus gruppieren sich um gerade / ungerade /-Werte, so dass den Schalen
eine definierte Paritdt zugeordnet werden kann.

p-Gruppe negative Paritit

s,d-Gruppe positive Paritit
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p,f-Gruppe negative Paritit

— Die Energieniveaus gruppieren sich um gerade/ungerade /-Werte — definierte Pa-
ritdt.

Vorhersagen des Schalenmodells:
Die Energieniveaus werden mit Protonen und Neutronen aufgefiillt (getrennte Nive-
ausschema!)

(1) Magische Zahlen

(2) Hohe Bindungsenergie fiir doppelt magische Kerne: Fiir 2, 8 und 20 trifft dies
zu, jedoch ist 35Niyg bereits instabil, seine 3-Lebensdauer ist alerdings deutlich
grofer als fiir Nachbarkerne:

L] T(ggngg) = 36h
° T(g‘;}COgg) = 18h

Ein dopelt magischer, stabiler Kern tritt auf bei

5 Pbiog (4.18)

Dieses Isotop stellt den Endpunkt der Uran-/Thorium- a-Zerfallsreihen dar.
(3) Spin und Paritit:

e In jeder abgeschlossenen j-Unterschale (z.B. p3/2, ds/2) sind alle magneti-
schen m;-Zustinde voll besetzt — alle Nukleonen koppeln zum Spin-0.

e Im Einklang mit Experimenten: Kerne mit abgeschlossenen Protonen- und
Neutronen-schalen haben Spin-0, sind kugelsymmetrisch

e Quadrupoldeformationen verschwinden bei magischen Nukleonenzahlen.

e Fiir ein einzelnes Nukleon auflerhalb einer abgeschlossenen Unterschale
sind Spin und Paritit durch das Niveau bestimmt, in welchem sich das
Nukleon befindet. Selbiges gilt fiir 1-Nukleon-Lochzusténde (1 fehlendes
Nukleon in einer Schale). Beispiel: °07; — J™ = 1/2~ (ein fehlendes Neu-
tron) , 'Oy — J™ = 5/2™ (ein Neutron in der 1d5/5-Schale).

e Die Situation ist schwieriger bei nur teilweise gefiillten j-Schalen, wegen
der starken /-s-Kopplung erwartet man eine j j-Kopplung der Nukleonen:

[ = > jl Fiir zwei Nukleonen in der f7/,-Schale erhilt man

jges:7/2®7/27 0<I1<7 4.19)
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Das Pauli-Prinzip bewirkt, dass ungerade, ganzzahlige Spins ausgeschlos-
sen sind = [ = 0, 2,4,@

e Generell gilt auch fiir nicht abgeschlossene Schalen: alle geradzahlig vor-

kommenden Nukleonen koppeln zum Drehimpuls 0 — (gg)-Kerne besitzen
I =0.

(4) Vorhersage/Bestitigung von isomeren Zustéinden:

e langlebige y-Ubergiinge mit hoher Drehimpulsinderung A7, z.B. 2py, Scha-
le — 1gy/, bei [39-42] (p, n) (17 Isomere mit M4, sowie weitere Isomerin-
seln [65-81] und [101-125])

3Details der Spin-Kopplung bei nicht-abgeschlossenen Schalen mit mehreren Nukleonen hiingen von
der Spin-Abhingigkeit der Nukleonenkrifte ab. Diese sind im Schalenmodell nicht beriicksichtigt,
sie fallen unter die Restwechselwirkungen.
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Abbildung 4.2: Energieniveaus im Oszillator- und im Rechteckpotential, in der Mitte interpolierte
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10



5o

>

4. Das Schalenmodell des Kerns

Vir)—»

n®j 1s1/2| 1p3/2 1p1/2| 1d45/2 2s1/2 1d3/2 1§72
v=2i+1 |2 4 2 6 2 4 8
v 2 6 8 14 16 20 28
IHe, 1805 50Cazq |38Cazs(38Nizg)
Abbildung 4.4: Auffiillen der Kernschalen (aus Ref. [T])
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Abbildung 4.5: Auffiillen der Kernschalen (aus Ref. [T])
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| & e Spin in Ubereinstimmung mit dem Schalenmodell
* Spin in Widerspruch zum Schalenmodell
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Experimentelle Werte der Kernspins als Funktion
der Neutronenzahl. Aus P. Marmier, E. Sheldon: Physics

Abbildung 4.6: Experimentelle Werte des Kernspins als Funktion der Nukleonenzahl im Vergleich
zu den Vorhersagen des Schalenmodells (aus Ref. [12]).
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